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TekcT KOju cimjesn je KOJIEKIMja OCHOBHUX TEOPHjCKUX Pe3yJITara
u3 Teopuje 6pojeBa n nparehux 3ajmaraka. Hekn o1 qokaza jaTux TBp-
bema cy mpeckodeHu, JujesioM 300I KOMILIEKCHOCTH M TEXHUKA KOje
IpeBa3uyia3e HUBO 3HaMa yUYeHHNKa, a JIMjeJIoM U 3000 TOora IITO Cajp-
’Kaj MojeIMHUX JI0Ka3a He JIOHOCH HOBe Hjeje OMTHE 3a paJ] 3ajaTaka.

[Tap Tema u3 enemenrtapue teopuje 6pojesa: jemuBoct u Ilpo-
ctu 6pojeBu cy obpahenm Ha HaYMH Jla YICHUKA YBEILy Y TeMe, y3
KopuIltheme MpuMjepa U 3aJaTaka duja je CJI0YKEHOCT 3HATHO HCIIO]
HIBOA TakKMHUierma Ha MehyHapoanom mmBoy. Umak, Tw 3aamm Mory
OWTH KODUCHU 3a 3arpujaBarbe 3a paJl 3ajaraka BUIIEl HUBOA, OHUX
KaKBHUX Ce MOTY OYCKUBATHU, Ha IpuMjep Ha Bajkanckoj MaTeMaTuIKO]
OJIUMIIN]jaJIH.

[Tommro cy narte Teme obpalene u 3a Tpehu 4eTBPTH pa3pel, KOPUCHO
je moryieslaTu W Taj MaTepujall KOju CaJIpXKu HeKe 3aJ]aTKe KOju HUCY
yBpItheHu oBjje.



I'1aBa 1

J1jespuBOCT

Y Teopuju 6pojeBa, oJ1 TOCEOHOI MHTEPECA CY CBOjCTBA CKYIIa ITPH-
poaHuX OpojeBa

N={1,2,...},
Kao U CKyIIa Iujesnx OpojeBa
Z={..,-2,—1,01,2,...}.

[Tojam JjesbUBOCTH je OCHOBHU W jeJlaH OJT HajBayKHUJUX Yy Teopuju Opo-
jeBa.

Hedunumnuja 1.1. Hexa cy a u b yujeau 6pojesu, npu wemy je a # 0.
Vroauxo nocmoju yuo 6poj m maxas da

b= am,

onda kascemo da je b djeswus ca a. To zanucyjemo ca alb, a wumamo
a dujeau b. Axo b nuje djewus ca a, onda nuwemo afb u wumamo a
ne dujeau b.

Jlako ce youaBajy HeKa OCHOBHA CBOjCTBAa JIjeJbUBOCTH.

Jlema 1.1. Hexa cy a,b,c,m,n yujeau 6pojesu makxeu da je ¢ | a u
c|b. Onda
c| am+ bn.

Zloxas. Ilomro je a = cky u b = cky 3a ki, ko € Z,, TO je onga
am + bn = ckym + ckan = c(kym + kon),

IITO 3HAYH Ja ¢ | am + bn. O
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Jlema 1.2. Hexa cy a,b, c yujesu bpojesu.

1. Akoa | b ub|c, onda
a|c.

2. Axoa|bubla, onda

a=>burua= —b.

Joxas.

1. Uz a|bcmjenu b = aky, 3a ky € Z, aus b | ¢, cimjenn ¢ = bky,
3a ky € 7. Jlaxie,

c = bky = (aky)ke = a(kikz),
IITO 3HAYH JIa G | C.
2. Uzalbub|a, onma
a = bki n b= aks,

3a ki, ky € Z, onakie je a = a(kiks), mro 3uaun jga cy kiky = 1,
OHOCHO
ki =ky=1wm ky = ky = —1,

quMe je TBpherbe JI0Ka3aHo.

Bamarak 1.1. Hexa cy a,b,m € 7.
(a) Axo je m # 0, onda a | b axo u camo axo ma | mb.
(6) Axoa|b ub#0, onda |a| < |b|.
Pjemewme. Tespherve nod (a) caujedu dupexmmo u3
b= ka axo u camo axo mb = mka, 3a m # 0.

Y mepheroy nod (6), caujedu da cy u a u b nenyamu yujeau bopjesu 3a
xoje epujedu da je b = ka, 3a nexo k € Z. xoje je maxohe paszauvumo
00 nyae. Kaxo je |ka| = |k||a| > |a|, mume je u doxasaro mepheroe.



Caeneha Teopema je jenna on Kbyunux y Teopuju OpojeBa, ma
ce mpenopyyvyje HaCTaBHUKY Ja CA MaXKHOM U JIeTa/bHO U3BEJie
HBEeH JIOKa3.

Teopema 1.1. (Teopema o dujewery ca ocmamrom). Heka cy a u b
yujeau bpojesu, npu vemy je b > 0. Onda nocmoje jeduncmeenu yujesu
Opojesu, KOAUYHUK ¢ U ocmamar r, maxeu da je

a=qgb+7r u 0<r<hb.

Jloxas. Jemna moryhnoct je j1a je a JjeJbuBO ca b, 11a je y TOM ciiydajy
a = bq, n3 gera cimjemu na je r = 0. [IpernocraBuMo a TO HUje cay4aj,
OJIHOCHO J1a a Huje jajesbuBo ca b. [locmaTrpajmo ckyt

S={a—bm meZ}={a,atbat2b...}.

Axo je m = —|a| — 1, onga je uspas a — bm = a + |a|b + b upupogan
6poj, ma ckym S cagp:xku u npupomane opojese. Ilo mpunnumy mobpor
ypebema ckyta npupognux 6pojeBa (cBaku Hempasas mojackyn y IN ca-
JIpyKKU MUHUMAaJaH ejgement), ckyn S N IN caiapKu HajMarmu eJIeMeHT,
KOju je obsiuka r = a — bq, 3a HeKU 1ujesin 6poj ¢, ojaKjie je

a=0bg+r, y3ycaos r > 0.

Hoxkazyjemo ma je r < b. IlpermocraBuMo cymnpoTHO, ja je r > b.
Cnyuaj r = b uckspydayjemo, jep 6u Taga a 6mio ajespuso ca b. Onma je
r > b. Mebhyrum, y Tom caydajy jer —b<rur—»be SNN, mro 6u
6110 y CYIPOTHOCTHU Ca MPETIIOCTABKOM O MUHUMAJIHOCTH €JIEMEHTa .
Hakie, r < b.

JloKaXuMo jeIMHCTBEHOCT mapa Opojesa ¢, r. IIpermocraBumo cy-
IIPOTHO, JIa TIOCTOJ! ¢, 77 KOJU 3aJI0BOJbaBa MCTe yCJIoBe Kao ¢, r. Heka
je, He ymamyjyhu omnmrroct ja je r; > r. U3

gb+r=qb+r,

caujeu
blg—q) =r1—.
Kako je nmujeBa cTpana 1mpeTxo/iHe je THAKOCTU Beha oj1 HyJie, a b je mpu-
pojan 6poj, To je onga q—q; € IN rakohe npupojan 6poj. Mehyrum, To
oBJIavn ja je ry —r > b, ogaocHo 1a je 1 > b. OBo je KOHTpaIuKImja
y OJIHOCY Ha YUILEHUILY JIa je 7 Mambu oJ1 b.
O
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Cagna moxkemo obpajutu u ciaydaj b < 0, jep je y ToM ciay4ajy
—b > 0, ma mpemMa MpPeTXOJHO] TEOPEMHU IOCTOje jeMHCTBEHUu ¢* U T,
TaKo Jia je

a=—-bg"+r0<r<-—b

3Ba q = —q*, umamo a = bg+r. Kombunyjyhu oBo u pesynrar nperxoine
TeopeMe, CJIjeJIn:

Hocaeauua 1.1. Hexa cy a u b yujesu b6pojesu, npu wemy je b # 0.
Onda nocmoje jeduncmeeny yujeau bpojesu, q u r, maxsu da je

a=gb+r u 0<r<|b.
Bagarak 1.2. Jokasamu da je 6poj m® —m, m € N, djewus ca 30.

Pjememe. Kaxo je m®> —m = m(m — 1)(m + 1)(m? + 1), eudumo da
Ha JeCHOJ CMPaHY UMGMO NPOU3BO0 MPU Y3aCMONHa NpupodHa 6poja,
na je onda damu uspa3 djenus ca 6. Ocmano je jow da ce nokasice da
je 6poj djemus ca 5.

IIpoussomar yujesu 6poj m uma obaux S5k, bk + 1, bk + 2, bk + 3,
uau 5k +4. AAxo je m obauxa 5k, bk + 1 uau 5k + 4, onda je jacro da
jem, m—1, odnocrno m—+1 djenwuso ca b. YV npeocmasum cayuajesuma,
axo je m jednaxo 5k + 2 uau 5k + 3, uspaz m* + 1 je djesus ca 5.

1.1 HajBehu 3ajeganmuku gjeanialn

Hedbunaunnuja 1.2. Hexa cy a u b yujeau 6pojesu 0d xojux je bap jedan
pasauvum od wyase. Lujeau 6poj d 306emo 3ajednunky djesunay, 00 a
ub axo d|a u d|b. Hajeehiu mehy rwuma ce 306e najeehu sajednuwru
djeaunay, u oznavasa ce ca u3a(a,b) usu (a,b).

Cauuno depuruwemo u najeehu sajednuvky djesunay, yujesuxr 6pojesa
bi,ba, ..., b,, 00 xojux je 6ap jedan pazsuvum 00 HYAE, G 03HAUABAMO
ca

u31(by, b, ..., by) uau (by,ba, ..., 0y,).
Bpojesu by, bs, ..., b, cy peaamusHo npocmu axo je
u3g(by, by, ..., b,) = 1.

Bpojesu by, bs, ... b, cy peaamusHo npocmu Yy naposuma axo je
u31(b;, b;) =1 3a ceaxo i,j 3a xoje je 1 <i < j <n.
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ITpumjep 1.1. Bpojesu 12,8, 15 cy pesamusro npocmu, asu HUCy pe-
AGMUBHO NPOCU Y NAPOSUMA, jep Ha npumjep, H3m(12,8) = 4.

Hamomena 1 V6yayhe, kaj rox mamumemo H314(a,b), moapasymu-
jeBahemo ma je ycioB u3 rnperxojiHe jeduHuMje, j1a je 6ap jegaH o
OpojeBa a 1 b Pa3IUINT O] HyJIE UCITYHEH.

Hamomena 2 Ciesiehy Teopemy HaBogmmo 6e3 j1oKasa, ajau je BPJIO
Ba)KHO Jla yYEHUIN oOpaTe MayKiby Ha OBO TBPDEmbe Koje MMa UecTy
MPUMjEHY y 3a/IaliMa.

Teopema 1.2. Hajsehu 3ajednuuku djeaunay, 6pojesa a u b je muru-
MAAHY CAEMENT, CKYNA

{ax +by : z,y € Z} N N.

Hakle, mpeTxoaHa TeopeMa yCTaHOB/baBa jeIMHCTBEHOCT IIPUKA3a 3a
u3(a, b) y obamKy 1jesobpojHe JnHeapHe KOMOUHAIT]e

H371(a,b) = aa + bp,

KOja ce y JinTepaTypu Ha3nuBa Be3yoB maeHTUTET.

[IpumjeTnmo 1a je, 3a Mpou3BoJbHA JiBa MEjesia Opoja a u b, 011 Kojux
je 6ap jeman paszymaur oj Hysie H34(a,b) > 1. Takobe, erementapaom
aHaJIM30M 3aKJbydyjeMo Ja je

u3fa(a,b) = w3a(b, a) = u3a(+b, ta).

SHa4un, MOKeMO MOPa3yMUjeBaTh JIa je CUTYPHO jeJIaH o1 bpojeBa unju
H3/ IO3UTHBAH, JIOK je JPYTI'd HEHeraTUBaH.

Bamarak 1.3. loxazamu da ce passomuu

12n +1 2In+4
30n+2 - 1dn + 3

He MO2Y CKpamumu Hu 3a jedar npupodar 6poj.

Pjememwe. [Ipemnocmasumo da d dujesu 6pojese 12n + 1 u 30n + 2.
Tada d dujeau u ceary auneapHy KomobuHauufYy 064 d6a Opoja, na cne-
UUJAAHO

d|5(12n+1) —2(30n + 2) =1,
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odaxae caujedu da je d = 1, wume je doxadano da ce admu pazromar e
Mooice 04 Jve CKPATAUMU.
Caunno ce doxasyje u 3a 0pyeu passomar, jep je

d|3(14n+3) —2(21ln+4) = 1.

Jlema 1.3. Hexa a, b, ¢ ur yujeau 6pojesu 3a xoje spujedu a = bq+1r.
Onda je

u3f(a,b) = u3a(b,r).
/oxas. Axo mujenn 6poj d mujenu 6pojese a u b, oHIa, Ha OCHOBY Jleme
1.1, cmujeqm 1a d qujesn u a — bg oxnocuo r. dakne, d nujeau b u r.
To sHaun jga

u3xa(a, b) < u3na(b,r). (1)

Ob6puyro, ako d aujesu b u r, caujenu na d Jaujeau a, U3 Uera
3akJpyayjemo ja d aujesn u a u b. Tume cMmo mokazasin jJa je

u34(b, r) < H31(a,b). (2)
Us (1) u (2), caujeaun TBpherse

3z (a, b) = uzma(b, r).

O
Bamarak 1.4. /[oxazamu da je
u34(by, b, ..., b,) = w3m(a31(b1, bs), b3, ..., by).
Hedbunuruja 1.3. 3a yujese 6pojese ay, as, . . ., Ay, 360 > 2, KAAHCEMO

da cy Y3ajammno Ul PEAGMUGHO NPOCMU AKO je

u3g(a, ag, ..., a,) =1,

a da cy Y NaposuUMa PEACMUEHO NPOCTU AKO je
H3a(a;,a;) =1, 3a cee 1 <i,j <n,i#j.

Jlema 1.4. Hexa cy a, b yujeau 6pojesu maksu da u3n(a,b) = d. Tada

je
a b

(37 3) =1,

H3]I,
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a

o0dHocHO —, — ¢y y3ajamno npocmu. Taxobe, epujedu

b
d d
u3g(ma, mb) = md,

3a cearxu yuo opoj m > 0.

b
Jloxas. Tlpernocrasumo na je H3,I[<g, ZZ> =kuk>1. Cmjenu na je

a = kmd, b=knd,

na je H34(a,b) > kd > d, mro je KOHTPAIUKIKMja Y OJHOCY Ha IIPETIIO-
craBgy. Ha ocuoBy Teopeme 1.2 u3za(ma, mb) je HajMarby O3UTHBHU
O6poj obJinKa

max + mby = m(ax + by),

raje cy x,y € Z.. Kako je d najmamu npupojian O6poj obymka ax + by,
caujeu na je u3a(ma, mb) = md. ]

ITocnenuna 1.2. Hexa je d = u3a(ay, as, ..., ay), 2dje cy ay, as, ..., ay
yujean opojesu. Onda je

ap as (ln> _1

HBJI(E’E’“.’ d

Jlema 1.5. Heka cy a, b, m yujeau 6pojesu maxsu da H31(a, m) =
u3g(b,m) = 1. Tada je uzm(ab,m) = 1.

Jloxas. U3 nmpernocraBku, a na ocHoBy Teopeme 1.2, ciaujenn

1 =axy+ myo

1 =bxy +my,
W3 nperxojHe jiBUje jeTHAKOCTH J0OMjaMO
abroxr; = (1 — myo)(1 — my,) = 1 — mt,
raje je t = yo + y1 — myoy1. Cana, us
abror; + mt =1

3aK/pydyjeMo Ja je H3m(ab,m) = 1. O
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Jlema 1.6. Hexa cy a u b ysajammo npocmu yujeau bpojesu.
(a) Axoa|cub|ec, ondaab]| c.
(6) Axo a | be, onda a | c.

loxas.

(a) Kako je 1 = ax+by 3a neke mujese 6pojese, oHza je ¢ = cax +cby.
Mebyrum, ¢ = as u ¢ = bt, na je ¢ = abtx + absy = ab(tz + sy).

(6) Kao u moz (a), umamo na je ¢ = cax + cby. Iomro a | a u a | be,
OHJIa W3 JlaTe jeTHAKOCTU CJIMjesn a | c.

[]

1.2 EykamaoB ajiropuTam

VY ciieiehoj Teopemu je onmcana KOHCTPYKTHUBHA, IIPAKTUYIHA IIPOTIE-
JIypa 3a TpaxKeme HajBeher 3aje JHUYIKOT JIjesInolna JIBa Iujesra Opojesa.

Teopema 1.3. (Eykaudos anzopumam). Hexa cy a u b > 0 yujeau
opojesu. Ilpemnocmasumo da je yaacmonrom npumjernom Teopeme 1.1
dobujen nu3 jednaxocmu

b = aq +nr, O<ri<a
= T1qs + T2, 0<ry <y
1 = T9q3 + T3, O<T‘3<T’2
rio = rjaqit+r;, 0<r;<rj
Tji—1  —  Tjqj+1-

Tada je H31(a, b) jednak 1, 00HOCHO NOCACOEM HEHYAMOM OCTNATIVEY.

Jloxas. YouaBaMo jJa y OmHINTeM ciydajy, perd y EykmmmoBom asro-
pUTMY HU3IJIejIa

T = Tit1qit2 + Tive, 0 < 1ipo <7141, 321 > —1,

YKOJIUKO JlepunuieMo jia je r—; = b, a rop = a. Kako je Hu3 ocraraka
r; CcTporo onajajyhu, oHja je u3BjecHO Ja he 3a HEKU NPUPOJAH OPO]
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J éuTn 7; mociebyu HEeHyITH ocTaTak, onHocHO 141 = 0. Ha ocHoBy
Jleme 1.3 3akspydyjemo ma je

H3J1(7, Ti41) = H3A(Ti11, Tiy2),
U3 49era HpOI/IBI/IJIaBI/I HU3 je,ILHaKOCTI/I

H3L(r_1,70) = ... = H3A(r;,7j41) = H3A(rj+1,0) = 71;.

Algorithm 1 Eykiunios anropuram
1: procedure EUCLID(a, b) > H3x4(a, b)
2 r < amod b

3 while r # 0 do > Mmamo oxrosop axo je r jeanaxo ()
4: a<+b

o: b« r
6

7

8
9:

r <— a mod b
end while
return b > H31 je b
end procedure

Bagatak 1.5. JJoxazamu da je a*" 41 djeaunay, 6poja a®” —1 sam > n,
a da je 3a a,m,n € N, m #n

2, aKxo je a nenapan,

27’71/ 2” _
wop (@ + 1,67 +1) = { 1, axo je a napan.

Pjentemwe. IIpso mepherve y 3adamry ce dokasyje undykuujom no m >
n. Kaxo je (a*" +1)(a®" —1) = a®""" —1, caujedu da a®" +1 | a®""" —1.
Haxse, axo a*" +1 | a2 — 1, onda

a® 41| (an - 1) (an + 1) =¥ -1,

yume je npeu duo mephera doxasan.
Axo je m # n, onda je jedan 00d 6pojesa m,n eehu. Heka je mo, na
npumgjep, 6poj m. Kopucmehu npemzodny meporvy, umamo da je

a®” —1=k(a® +1),
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wmo 3navu 0a je
" +1=k(a® +1)+2,

odaxne caujedu da je HIL (a2m +1,a®" + 1) djeaunay, opoja 2. To
snavu da cy jedune dsuje mozyhrnocmu 1 uau 2.V cayuajy, da je a
napan, onda cy bpojesu a® + 1,a*" + 1 nenapru, na najeehu 3ajeo-
Huwky djeaunay mopa 6umu 1. YV cayuajy da je a menapan, onda cy
NOCMAMPAnY, 6PoJesY napru, na je Hajeehu 3ajednuvku djesuray, 2.

Hanomureemo da ce y doxady nuwma cyumuncky ne 6u npomuje-
HUAO HU da cMO npemnocmasusy da je n eehu, cem wmo 6u m un y
NPEMILOOHOM NOCMYNKY 3AMUJEHUAL MIECTNG.

1.3 Hajmamu 3ajeJHUYKM caIprKaJiall

Hedbunumnuja 1.4. 3ajednuwru cadparcanay, dsa nenyama 6poja, a
u b, je yuo 6poj ¢, maxas da a | ¢ u b | c. Axo cy oba 6poja, a u b,
HEHYAMG, OHOQ YBUJEK NOCMOJU MO3UMUBHY 34JeHUMKY CadpIHCANaY,
kao na npumjep |abl. Caenacro mome, nocmoju u Hajmaru 3ajeo-
HuUYKY cadparcaray, H3C(a,b), 0dnocHo najmareu nosumuehu 6poj
K0Ju 3000605060 0680 YCA08a

(1) Axoa |l ub|l.
(2) Akoa|c ub|ec, npu wemy jel >0, onda l < c.

Yecmo ce ymjecmo u3c(a,b) xopucmu u o3naka [a,b).
Caununo, depunuuemo najmart 3aje0nuKy CaipHcaray, HeHYAMUL
Opojesa ay, s, .. .G, U 03HAMABAMO €4 (A1, g, . . ., Qy).

CrojcTBa HajMamber 3ajeTHIIKOT cajIpKaolia cy y ojpeheHoM cMu-
c/ly Be3aHa 3a CBOjcTBa HajBeher 3ajeHUIKOr JIjeJInoIa, IITO Ce II0-
tBphyje u cienehiom reopemom. Ilormro je u3m(a,b) = u3xa(|al, |b]), a
u3c(a,b) = u3c(|al, |b]), onma Ge3 ymamema OIIITOCTH MOXKEMO CMa-
TpaTu ga cy a u b upupoaHu 6pojeBu.

Teopema 1.4. Axo cy a u b npupodnu 6pojesu, onda je

u3(a, b) H3c(a, b) = ab.
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b
Jlokas. Heka je d = u3n(a,b) u | = u3c(a,b). dokasyjemo ma je @

HajMaby 3ajeJIHIYKN cajpxkasal 6pojea a u b. Axo je e = a/d n
f=10b/d, onna
ab _ (de)(df)
d - d

Ounriiesao, mobujern 6poj def je mosmTuBaH, 1A je MOTPEOHO JTOKa-
3aTH JIa je TO 3allpaBo HAajMarbl 3ajeIHIIKHI caJip:KaJlall JaTuX Opojesa.
IIpBo,

=def.

def = (de)f = af udef = (df)e = be,

mro 3Haun Ja je a | def u b | def, na je def 3ajeqauuaku cajprkasiail
o6pojeBa a u b. Jlokazyjemo Jia je TO 3allpaBO HajMalbU 3ajeIHUIKHI
caJipzKaJiall.

[Ipermocrasumo na a | ¢ u b | ¢, 3a ¢ > 0. Ilorpebno je mokazaru
na je def < c. Ha ocunoBy Teopeme 1.2 mmamo 1a je d = au + bv, 3a
nnjeste 6pojese u n v. Ha ocHOBY Tora mmamo

c cd cd  clau+bv) ¢ ¢
= —n = — = U + —fU’
a

def — (de)(df) ab ab b

mITo je 1o 6poj, ma 3ak/pydyjemo Ja je def | ¢, omaocno def < c. O

Jlema 1.7. Csaku s3ajednuvwku cadporcanay, 6pojesa ay, as, . . . , a, je dje-
AHUB ca H3C(ay, ag, . . ., ay).
Jlokas. Heka je N = u3c(ay,as,...,a,). [IpernocraBumo 1a mocroju

3ajemHIYKN caapxkaaarn M matmx OpojeBa Koju Huje JjesbuB ca N.
Onma je
M =qgN +r,

raje je r mpupogan 6poj u r < N. [lakne, r = M — gqN. Hexka je ¢
pousBo/baH 6poj 3 ckyma 1,2, ...,n. Ilomro cy M u N camgpKaoriu
6poja a;, ouna je M = x;a; u N = y;a;. Onparite je

r=M—qN = (z; — qui)ai,

oJlakJie 3aKkJpydyjemMo na a; | v 3a ¢ = 1,2,...,n. Ciuujenu ma je r
3ajeJIHUYUKH caJipxKaJjiall 3a OpojeBe ai, ds, ..., a,, Mamu og N. To je
CYIPOTHO TIPeTHOCTaBBIM Ja je N HajMamW 3ajeJHUYKHA CaJIPrKasIall
6pojesa ay, as, ..., a,. 3uauan, M | N. ]



14 I'IABA 1. 1JE/bUBOCT

Jlema 1.8. Csaxu sajednuvku djesunay, b6pojesa aj,as,. . .,a, dujesu
H3I(A1, Ao, . . ., Ay).
Jlokas. Heka je d = wu3n(ay,as,...,a,), a S NPOM3BOBAH [[jEJIUIIAIL

narux 6pojea. Heka je N = u3c(d, s). 3a mponsBo/bHO a; BpHUje/ I
d|a; nsl|a,

la Ha OCHOBY mperxojHe jeme umamo N | a;, 3a i = 1,2,...,n. Jakie,

N je BajeTHUYKM JIjeJTUIAIL G, Ag, - - . , Gn. Kako je d Hajsehn 3aje tHuyaKn

mjenmarn tux 6pojesa, To je N < d. Ca apyre crpane, N = u3c(d, s),

na je N > d. Tuwme je nokazano ja je N = d, u3 dera ciaujequ ja s | d.

]
Jlema 1.9. 3a npupodne bpojese aq,as, . . ., a, 6pujedu
H3g(a, as, .. .,a,) = w3a(H34(a1, g, . .., Ap_1), Gp)
Jlokas. Heka je t = u3a(ay,ag,...,ap_1), a
s = u3a(usn(ay, as, ..., an_1),0n) = H3A(L, ay,).
[Tomro je s mjenuress t U a,, a t jJjenrTe/b CBAKOT OJI ITOCMATPAHUX
o6pojeBa ay,as, . ..,a, 1, OHJIA je § 3ajeTHUYUKU JIJeJTUTE/b A1, Ao, - . . , Ay
Heka je s’ npoussosban mjenuress Opojesa aq,ds,...,a,. Ha ocHOBY
nperxojiHe jieme, ciujeqnn ga s | t. Kako s’ | a,,, ouna 8’ | a3a(t, a,), oj-
HocHO 8" | s. To 3Hauu j1a je § 3aje/HUIKY JijeuTess O6PojeBa ay, s, . . . , Ay
ca OCOOMHOM JIa je JIje/bUB Ca MPOU3BOJGHUM 3ajeIHUIKUM J1jeJTHOIEM
nocmarpanux 6pojesa. To ympapo 3Haun na je s = H34(ay, s, . .., Ay).
]
Jlema 1.10. 3a npupodre bpojese ay,as, ..., a, epujedu
u3c(ay, as, . .., a,) = H3c(u3c(ay, ag, . .., Ap_1), ap)
Jlokas. Heka je N = m3c(u3c(ay, ag, ..., 0, 1), 0y). Ouursenno, N je
caapzkaJial 6pojesa aj, s, . . ., a,. Heka je M Ipou3Bo/baH caJIprKaJiall
opojeBa ai, as, . .., a,. Ilomro
u3c(ay, as,...,a,1) | M ua, | M,

oHJ1a Ha ocHOBY Jleme 1.7 cimjenu a
u3c(H3c(ay, ag, ..., an_1),a,) | M,

opaocao N | M. [akne, N je 3ajeJHUUKHN cajpzKajall aj,ds,. .. ,a,
TaKaB Jia JIMjeJIu CBaKU JIDYTU 3ajeITHUYKH CaJIpyKaJiall JIaTuX Opojesa.
Caujenu, no pedunnnmju, na je N = u3c(ay, ag, . .., ay). ]
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1.4 IIpencraBbame OpojeBa y oapehenoj 6a3m

[TogpasymujeBan 0OJIMK IpeiCTaB/batba OPoOjeBa je y Jdeuumantom
00JIMKY, IIITO 3HAYHU JIa 3aIUC HEKOT Opoja KOPUCTUMO 0CHO8Y WA 06a3Y
10, mra 3amnuc ojpehenor 6poja, Ha npuMmjep 3567, 3HAYUN:

3-10°4+5-102+6-10" + 7 10°.

He noctoju jacan pasjior 300r dera O6m 3a mpejcTaB/baibe OpojeBa Ko-
puctuiu ocHoBy 10, uzyses To mro nmamo 10 npctujy Ha pykama. [lo-
3HaTO je ja cy Basumionnu kopuctuiam ocHoBy 60, mok cy Maje kopu-
ctusie ocaoBy 20. Y cBHjeTy padyHapa, KODUCTHUMO OCHOBY 2.

Cneneha Teopema yKa3syje ja cBaku npupojian 6poj Behu ox 1 moxke
outu 6a3a IpecTaB/bamba.

Teopema 1.5. Hexa je b npupodan 6poj echu 0d 1. Ceaxu npupodan
Opoj N ce mootce HanUCamu y 00AUKY

n = apb® + ap_ 16" 4+ -+ arb + ag,

edje cy a; yujeau bpojesu maxeu da 0 < a; <b—13aj=0,1,... .k u
ag 7é 0.

IMocnemuua 1.3. Csaxu npupodan 6poj je mozyhe, na jedurcmeen Ha-
YUK, NPeICmasumu Kao cymy cmenena 6poja 2.

Bapnarak 1.6. /Jloxaszamu da 36up xeadpama nem yaacmonHux Uujesus
bpojesa He mootice bumu mavar Keadpam.

Pjemtemwe. [locmampajmo mpasicenu 36up
(n—22+m—-12+n>+n+1)*+ (n+2)?=5n*+2).

Kaxo 6pojesu obauxa n? + 2 nucy djemusu ca 5, a wmo ce aako npo-
sjepasa Kopucmehu wurwenuyy da cearo n daje ocmamax 0, 1, 2, 3 usu
4 npusurom dujemeroa ca 5, onda udpas

5(n* + 2)
Huje djenus ca 25, wmo 3nayvu da He Moxce bumu Hu NOMNYH Keadam.

Bamarak 1.7. /[oxasamu da y nu3y xeadpama npupodnuxr 6pojesa e
nocmoju beckonaywan nodnu3 Koju je apummMemuwK.
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Pjememwe. IIpemnocmasumo cynpommo, da maxas nodkusd nocmoju.
Hexa je d pasauka y apummemuurom nwudy. [lowmo j eapummemunrkuy

nu3 beckonavan, onda 6u Mopao da NOCMOJU 4AGH Mo2 HU3a N Maxas

da

d—1
Mebhymum, y mom cayuagy, d > 2n + 1, wmo 3uauu da caedehu waan
apummemuuxoe nuza n* + d 6u 6uo marwu 0d (n + 1)%, na ne 6u yon-
wme HU npunadao OPULUHAAHOM HU3Y Keadpama npupodrux 6pojesa.

Konmpaduxuyuja.

Bamarak 1.8. Odpedumu cee npupodne 6pojese Koju ce He moay npeo-
CMasumMU Kao 30up Y3acmontur npupoorur 6pojesa.

Pjemntemwe. Youumo da ce ceaxu nenapru 6pojn eehu 0d 1 moorce npeo-
cmasumu xao 3o6up dea yaacmonna npupodna 6poja. Ilowmo je ceaxu
nenapru 6poj obauka 2k + 1, mo snawu da je jednax 36upy k+ (k+1).

Hexa je nocmamparu 6poj n napar, odnocro obauka n = 2m. Ako
je m wmenapar 6poj m = 2r + 1, onda je

n=4r+2=(r—-1)+r+r+1)+(r+2).

Yroauko je m napan 6poj, onda wacmassamo dame NOCMYNAK U Ha
kpajy dosazumo do obaukra 6poja n = 2° Koju nocebHo AHAAUUPAMO.
Ouuznedno, 6pojese 2° u 2 ne mosicemo npedcmasumu xao 36up ysa-
cmonnux npupodnux opojesa. Ilpemnocmasumo da je mo mo2yhe yuu-
HuUMU 3a Hexu bpoj 2°, 2dje je s > 2. Hexa je

k(k + 1)

2°=(a+1)+ -+ (a+k)=Fka+ 5

, 8> 2.
Qdasde je
25 =2ka+ k(k+1)=k(2a+ Kk +1).

Kao wmo sudumo, na decroj cmparu y ceaxom cayuajy, buno da je k
napar uAU Henapar 6poj, umamo mpoudsod maproz u HenapHoz Opoja,
a mo ne moorce bumu jeonaro obauky 2571, za s > 2. Jaxae, jeduno
bpojesu obauxa 2° 3a s = 0,1,2,... ne mo2y bumu npedcmasoeru Kao
30up Y3acmMonHuUT npupodrux 6pojesa.

Bamarak 1.9. /lamo je n bpojesa ai,as,...,a,. Jloxasamu da ce 0d
UL MOXHCE 00a0PAMU HEKOAUKO YUuju je 30up Kkeadpama djesus ca n.
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Pjemntemwe. Kopucmumo noznamo mepherwe da ceaxu 6poj npusukom
dujemerva ca n mooice damu ocmamxe 0,1,... . n — 1. Hocmampajmmo
bpojese

2 2 2 2 2 2
$1=aj,S2 =aj+ay...,s,=aj+ay+---+a,.

Axo je nexu 0d bopjesa u3 npemxodnoz Husa djesus ca n, onda je do-
Ka3 sasepwen. Y cynpommom, osu Opojesu, npu dujemeny ca n, dajy
ocmamxe xoju cy jednaxu 1,2,...,n— 1, a nowmo ux uma yxynHo n,
onda cueypro nocmoje dea, s; u s;, Koju dajy ucmu ocmamax. 1o 3navu
da ruzxosa pazauka, s; — S; daje ocmamax nyasa npu dujewery ca n,
odrnocro djewusa je ca n. Kaxo je ma pasiura maxohe 36up xeadpama
damux bpojesa, mephere je doxasano.

Bamarak 1.10. Joxazamu da nocmoju beckonauan ckyn bpojesa obauka
t, = %n(n + 1), n = 1,2,... makas da cy ceaka dea esemenma moez
CKYNA PEAGMUBHO NPOCMA.

Pjemntemwe. Iloxazahemo sanpaco da nocmoju beckonauar pacmyhu nu3
MPascenoe 0bAUKA Y KOM CY C8aKA 08A EAEMEHMA PEAGMUECHO NPOCTNA.
Hajnpuje noxasyjemo da arxo nocmoju m maxeux 6pojesa

tk‘1<tk’2<"'<tkma

Koju cy peaamusHo mpocmu, onwda nocmoju t € IN, maxobe obauxa
%n(n + 1) 3a nexo n € N, maxas da je pesamueno npocm ca céuUM
bpojesuma
tristhgs oot
Hexa je s =ty ty, - - ti,, . [locmampajmo 6poj
(2s 4+ 1)(2s 4+ 2)

t= 5 =(s+1)(2s+1).

Ovuenedno, 6poj t je odeosapajyhez obaukxa u npoussod je garmopa
s+1 u2s+1 Koju cy peaamusno npocmu ca S, @ MuMe U ca C8aAKUM 00
opojesa ti, , ti,, ..., tk,, KOju yuecmsyjy y npoudsody. Tume cmo noxa-
3aau da nocmojehu ckyn 00 m 6p0Je6a MOHCEMO NPOWUPUMU CA HOBUM
ki1 = t, a da ocmary sadosomene cee mpasicere ocobune. Ha onucanu
HAYUH, NOCTMYNAK Ce HACMaA8Ha 3a M+ 2,m + 3, . ..

Ha npumjep, axo nowrnemo ca najmaroum opojem t; = 1 umamo nus

t1 =1ty = 3,4 = 10,113 = 91, top = 253, . ..

Y KoM cy ceara dea bpoja pesamuéHo npocma.
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Bagarak 1.11. Axo cy wu b dsa paszauvuma yujeaa 6poja, onda no-
cmoju beckonayurno Mmno20 npupodnwux obpojesa n € IN makeuxr da cy
a+n ub+n pearamueno npocmu.

Pjememwe. Hexa cy a u b dsa passuvuma yujesa 6poja u nexa je a < b.
Ilocmampajmo 6poj
n=b-ak+1-a.

3a dosonmno seauro k, n je npupodan 6poj. Tume cy u
a+n=(0b-ak+1, b+n=>0b-a)(k+1)+1

maxohe npupodnu bpoesu. Axod | a+mn ud|b+n, ondad | b— a.
Jlawe, uz d | a+n ud|b—a, caujedu da d | 1, odaxae je d = 1. [axae,

usa(a+n,b+n)=1.

3navu, odabupom dosorno eesuroe bpoja k dobujamo odzosapajyhu 6poj
n 3a xKoju epujedu da cy a +n u b+ n pesamusno npocmu.



I's1aBa 2

IIpocTu 6pojeBu

BjepoBaTHo He TIOCTOjU Y UCTOPUjU MaTEeMAaTUKE IT0jaM KOjH je TpHU-
BJIAYHMO BHUIIE TAXKIbe KAKO JIAMYKE, TAKO U CTPYyYHE MaTeMaTHIKe jaB-
HOCTH OJI IPOCTUX OpojeBa.

Hedbunurnuja 2.1. I[Ipupodan 6poj p > 1 je npocm axo nema dpyeux
djeaumena cem 1 u cebe. Axo npupodan 6poj m > 1 Huje npocm, onda
je caodtceH.

Baparak 2.1. Odpedumu npocm 6poj p axo ce 3na da cy p+10 u p+14
npocmu bpojesu.

Pjememe. 3a p = 3 cy p+ 10 u p + 14 npocmu 6pojesu. Axo je
p > 3 npocm 6poj, onda je on usu obauka 3k + 1 uau obauxa 3k + 2,
3a nexo k € IN. YV npsom cayuagy je p+ 14 = 3(k +5), a y dpyeom je
p+ 10 = 3(k +4) caoorcen 6poj. Haxae, jedunu makas p je 6poj 3.

Jlema 2.1. Hajmarou djesunay eehu 0d jedunuue, npoudsomtoz yuje-
A02 bpoja je npocm 6poj.

/lokxas. Heka je n nmo 6poj n HeKa je ¢ HEeroB HajMarby JjeJIniall Koju
je Behu ox 1. Ako 6u ¢ 6uO cjI0XKeH, OHJa OU IIOCTOja0 HEKH JIjesIriall
p 3a Koju Baxku 1 < p < ¢q. Ho, Tayia 6u p ajesumian u 6poja n, na q He
6u Omo HajMamu Mehy ajesmonmma 6poja n koju cy Behm o 1. O]

Teopema 2.1. (Eyxaud) Ilocmoju 6eckonayuno mno20 npocmux 6po-
jesa. JIpyeum pujeruma, 0d ceaxoez npocmoz bpoja nocmoju eehu npocm
opoj.

19
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/oxas. 1lpernocraBumo jia TBphere HUje UCTUHUTO, OJHOCHO Jia IIO-
CTOjU KOHAYaH CKYII IIPOCTUX OpOjeBa pi, Pa, - - ., Pk, & Jla Cy CBU OCTAJIN
npupojiau 6pojesu Behu ox 1 ciioxkenu. Bpoj

N =pipy---pr+1

je mpema ToMe cjoxkKeH. Ha ocHOBy mnperxoiHe Jieme, ciaujean ja je
HajMmamu Jjenuial, sBehu o 1, Heku npoct 6poj. MehyTtum, TOo HEje
moryhe, jep N npumKoM auje/berba ca OUJI0 KOJUM IIPOCTUM OpojeM 3
JIUCTE P1, Pa, - . ., P Aaje ocraTak 1. To 3Ha4m ja ckyn npoctux 6pojesa
Mopa OuTu OecKoHaIaH. O]

Teopema 2.2. Csakxu npupodarn 6poj n > 1 moowce ce npurazamu
(npedcmasumu) kao npouzsod npocmuz 6pojesa. Osaj npukas je je-
duncmeen, 00HocHO J6a NPeJcMas.bara ce Mo2y PaA3AUKOBAMU CAMO Y
noOpemKyYy YUHUAGUQ.

[IpumjeTumo 1a nperxonHa TeopeMa obe3bjelhyje ma ce cBaku Ipu-
pojaH 6poj n MOxKe IPUKa3aTU y OOJIUKY

_ a1, Q2 (0%
n=pi'py* P,

rije cy pi,--.,Pr PA3IUIUTH OPOjEBH, & (i1, . . . , (¢ ITPUPOJIHU OPOjEBH.
OBaj mprka3 Ha3WBaMO KAHOHCKHUM PACTABJbAHEM UM KAHOHCKOM
dakTopusanujom npupoHOr 6poja Ha MPOCTE YUHUOIIE.

Jlema 2.2. Axo je p nmpocm 6poj u p | ab, onda p | a uau p | b.
Onwmuge, axo p | ajag - -+ a,, onda p dujeau bap jedan “uHUAQY Q;.

/oxas. llpermocraBumo na p e mujemn a. OHIa cy p u a y3ajaMHO
npocTu Opojeu. Y ToM ciydajy, Ha ocHOBY Jleme 1.6, camjenn ma p | b.
OnmTuju ciydaj ce Mo UCTOM TPUHITUITY JI0Ka3yje WHIYKITHjOM. O

Bagarak 2.2. Jlokasamu da axo je m menapan 6poj, onda je n* — 1
djemus ca 8, a axo je n npocm 6poj eehu 00 3, onda je n* — 1 djesus ca

24.

Pjememe. [Towmo jen?—1= (n—1)(n+1) npoussod dsa ysacmonmna
napra bpoja, onda je bap jedarn 0d rwuxr djesus ca 4, na je npoudsod
djenus ca 8. Yrkoauko je n npocm 6poj eehu od 3, onda n nuje djenus
ca 3, anu 3amo Hexu 00 wezosux cycjeda, n — 1 uau n+ 1 mopa 6umu.
Cmoea je npoussod djesus ca 8 u 3, odnocro ca 24.
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Bamarak 2.3. /loxazamu da

1
It

1
M=—
2+ n

Wl =

He ModKce bumu yujesu opoj.

Pjememe. Hexa je k najeehu yuo 6poj 3a xoju je 28 < n u P npou-
3600 ceuxr nenaprux 6pojesa koju nucy eehu od n. IIpemnocmasumo,
cynpommo mephery, da je 6poj M wuo. Onda je u 28"'PM wujeau
opoj. Mehymum, mada umamo da cy y uspasy

1 1 1 1

2PM =2""P(o+ -4 ot
(2 + 3 + 2k et n)

: : k-1 p L :
ceu cabupuy yujeau bpojesu u3y3es 2 P? =3 Konmpaduxyuja.

Teopema 2.3. Axo je npoussod dsa pesamusHo npocma npupodHa 6poja
Keadpam yujenoe 6poja

ab = c*, uzn(a,b) =1,
onda cy a u b maxohe xeadpamu nexuxr yujesuxr bpojesa.

Jloxas. Jla 6u 6poj 6uo KBaJipaT HEOIIXO/IHO je U JIOBOJBHO Jla CY MY CBU
ekcrionenTn y dakropusanuju mapan. Kako cy 6pojesu a u b ysajamuo
IIPOCTH, CBAKH IIPOCT JijesInIalL 6poja ¢ ce jaBiba Wi y paKTOPU3aluji
Oopoja a wiau b, aimum He y oba. I3 Tor paszsiora, eKCIIOHEHTH ITPOCTUX
OpojeBa Koju y y4uecTBYjy y pakTopuszanuju 6pojeBa a u b Mopajy outu
IMapHU. ]

Banarak 2.4. Odpedumu cee npocme bpojese p u q 3a Koje je
p?—2¢° =1.

Pjemiemwe. /lama jednavuna ce moorce nanucamu y obauky

(p=1)p+1) = 24"

Ouuenedno, 3a p = 2 ona Hema pjewera. Ako je p mpocm u p > 2,
onda (p—1)(p+1) mopa 6umu djesuso ca 8, na je ¢* djesuso ca 4, na
q nuje npocm, uayses axo je q = 2. Ho, y mom cayuajy, p = 3. axae,
jeduno pjewerve jep =3 u q = 2.
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WNurepecanTro je, KopumihemeMm dakTopu3aluje nujenx OpojeBa
Ha IpocTe (pakTope, oleT pasMOTPUTH HajBehU 3ajeIHMIKU JIjesIu/iall
" HajMamu cajpzKagar. Haumme, J1ako ce 3ak/bydyje Jia

3z (a,b) = 1_[pmin(a(p)ﬁ(zn))7
p

H3c(a,b) = HpmaX(a(p)ﬁ(p))'
P

OBaj 06K TIpeJICTaB/batba U IMIHEHUIA JIa 38 TTPOU3BO/bHE IIPUPOJIHE
OpojeBe v u [ Bpujein

min(«, 5) + max(a, f) = a + S,
JIoKazyje Ha jorr jejan HauuH Teopemy 1.4, ogHocHo ja je
3 (a, b) u3c(a, b) = |ab|,
3a HEeHyJITe Iujese opojese a u b.

IMpumjep 2.1. /lokazamu da ceaxu caodicer 6poj N uMa NPOCM, YUHU-
aay p < \/n.

/loxas. Heka je p majmamu mnpoct 6poj Koju aujeu n. Caujeqn ma je
n = pm, 1upu 4emy je p < m.
Haxne, n > p?, mTo 3Ha4n Ja p < /1. O

ITpumjep 2.2. /loxaszamu da npocmux bpojesa obauxa 4k + 3 uma
OECKOHAMNHO MHO20.

/loxas. Ceu Hemapuu mpoctu 6pojeBu cy obnuka 4r + 1 wm 4k + 3.
Jlako ce youaBa ja ce MHOXKembeM JBa Opoja obsnka 4r + 1 nobuja 6poj
HCTOT ODJINKA.

[Iperniocrasumo fa ¢y {p1,p2,...,Pn} CBU IpoCTH OPOjeBH OOJIHKA
4k + 3. IlocmaTpajmo 6poj

dpipa---pn — 1.

OBaj Opoj Hmje obauka 4r + 1, mTo 3HAYM Ja uMa Oap jemgaH MIPOCT
dakrtop obsuka 4k + 3. MebhyTum, TOo HaC JI0BOM J10 3aK/byUKa Jia Taj
npoct dakTop Mopa 6uTH u3 ckyna {pi,pa, ..., Pn}, & OJATIE CIUjeIH
Jia Taj mpocT 6poj aujenu 1, mro je Hemoryhe. [lakie, mpeTrnoctaBka jia
“MaMO KOHAYHO MHOTO IIpocTux Opojesa obsinka 4k-+3 je norperia. [
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ITpumjep 2.3. Jloxazamu da 3a ceaxu npupodar 6poj n nocmoju n
Y3ACMONHUL CAOHCEHUT OPOjesa.

Jloxas. Tlocmatpajmo Opojese
m+)!+2, (n+1)!+3,...,(n+ D) +n, (n+ D! +n+1.

Ceaku o jatux 6pojeBa obmmka (n + 1)+ j | rje je 2 < j < n +
1 je cnoxen, jep ce dakTop j MOXKe U3ByNM Kao yajeJIHMIKHU 3a JIBa
cabupka. O

IIpumjep 2.4. Jloxazamu da ne nocmoju nosurom f(x) ca yjeaobpos-
Hum Koeduyujenmuma cmenena > 1, makas da je f(n) npocm 3a cee
n € IN.

Jlokas. Heka je f(1) = p. Tana je p mpoct 6poj. Kako ysujek = — y
mujern ™ —y™, ouna je f(14kp) — f(1) njesmuso ca (1+kp)—1 = kp.
Onasnje ciujenu na p | f(1+ kp) 3a ceaku k € N. Mebhyrum, f(1+ kp)
je pocr, 1a mopa 6utu f(1+kp) = p 3a cBako k € IN. 3nauu, nosuHoM
f(z)—p mma GecKOHATHO MHOTO HyJIa, OJ[aKJ/Ie 3aKJbyayjeMo aa je f(z) =
P, & MITO je y CYIPOTHOCTH Ca ITPETIIOCTABKOM JIa je CTeIeH TOJTMHOMA,
f(z) Behu ox jenan. O

ITpumjep 2.5. Hexa je 6poj 2" +1 npocm. loxazamu da je madan = 0
uaun = 2F za nexu k > 0.

Jlokas. TlpernocTaBuMo cyIpoTHO, Aa je n = 2¥m, ruje je m memapan
6poj Behm ox 1. Taja je

2 41 = (22’“)m 41,

na 22 412"+ 1, jep x +y | 2™ + y™ 3a Henapuo m. O

Bpojesn obimka 22" 4 1 masusajy ce ®epmaoBu 6pojeBu. ako
je @epma cMaTpao Ja cy CBH OPOjeBH OT 00JIMKa IPOCTH, MOCTOje U
cnoxxern Pepmaosu 6pojesu. Ha npumiep, 6poj 232 + 1 je cioxem.

ITpumjep 2.6. Hexa je 6poj 2™ — 1 npocm. /Jloxazamu da je mada m
npocm 6poj.

Jlokas. Ako 6u 6miio n = ning, 1 < ny,ny < n, 6poj 2"—1 = (2")"2—1
6u 6uo gjespus ca 2™ — 1. O
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Bpojesu obsuka M, = 2P —1, 3a npoct 6poj p, Hasusajy ce Mepce-
HoBUu OpojeBu. Heku MepcernoBu O6pojeBu cy MpoOCTH Kao Ha IIPUMjep
M; = 127, a nekn cjiokenu, Kao Ha upumjep My, = 2047 = 23 - 89.
Xwurmoresa je j1a uMa 0eCKOHATHO MHOTO TTpocTux MepceHoBux Opojesa.

Bagarak 2.5. Joxazamu da je n* + 4 caoocen axo jen € N, n > 1.
(Osaj 3adamax je noznam xao 3adamax Copuje 2epmen)

Pjemtemwe. [Towmo je
n'+1=(n*—2n+2)(n*+2n+2)

u 0ba garxmopa na decnoj cmparu ¢y eeha 0d 1 3a n > 1, mume je
mephere dokazaro.

Bagarak 2.6. Axo cy p u 8p* 4+ 1 npocmu 6pojesu, dokazamu da je u
8p? + 2p + 1 npocm 6poj.

Pjentemwe. Owuenecdno, mepherwe spujedu 3a p = 3. Ceu ocmasu npo-
cmu bpojesu, sehu 00 3, cy obauxa 3k — 1, odnocrno 3k + 1. V cayuajy
da je p obauxa 3k — 1 uau 3k + 1 sudumo da je 8p? + 1 djewus ca 3.
Tume je noxasaro da je sa p > 3, 6poj 8p*> +1 > 3 u djewus ca 3, wmo
a3navu da wuje npocm. Jaxae, jeduna moeyhrocm je p = 3.

Banarak 2.7. Ako je p npocm 6poj eehu 0d 2, dokaszamu da je bpoju.ray,
ceederoez paznomxa jednarxoe 3oupy

TR SR
23 p—1

djenus ca p.

Pjememwe. Bpojunay damoe 36upa je

-1 (-1 (@-1 -1 (-1
L S A Sl e ml e o

V npemxodnom 36upy umamo napar 6poj cabupara, na MorHcemo cabu-

PAMU Y NAPOBUMA: NPEU U NOCAEOWwU, OpYy2u U npemnociedrwu... Ha

08aj Havwur dobujamo 36upose obauka
(p—=1!' (-1 pp-1)!

E p—k  kp—k)

3a k < p.
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Jacwo je da je ma decroj cmparu npemxodue jednaxocmu yujear 6poj,
npedcmasmer, y 0bAuUKY passomka Y wujem Opojuouy je u garmop p.
Iowmo cy k u p — k cmpozo maru 0d npocmoez 6poja p, Mo 3HAYU
da ce npocmu 6poj P He MOodCE CKPAMUMU HU CQ YUM U3 UMEHUOUA
k(p — k). To snauu da je

- 1!
]M 3a k < p,

k(p— k)’

yujeau 6poj djiewus ca p. Tume je doxazano da je u nocmampary, 36up
djenus ca p.



