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Текст коjи слиjеди jе колекциjа основних теориjских резултата
из Теориjе броjева и пратећих задатака. Неки од доказа датих твр-
ђења су прескочени, диjелом због комплексности и техника коjе
превазилазе ниво знања ученика, а диjелом и због тога што садр-
жаj поjединих доказа не доноси нове идеjе битне за рад задатака.

Пар тема из елементарне теориjе броjева: Дjељивост и Про-
сти броjеви су обрађени на начин да ученика уведу у теме, уз
коришћење примjера и задатака чиjа jе сложеност знатно испод
нивоа такмичења на међународном нивоу. Ипак, ти задаци могу
бити корисни за загриjавање за рад задатака вишег нивоа, оних
каквих се могу очекивати, на примjер на Балканскоj математичкоj
олимпиjади.

Пошто су дате теме обрађене и за трећи четврти разред, корисно
jе погледати и таj материjал коjи садржи неке задатке коjи нису
увршћени овдjе.



Глава 1

Дjељивост

У Теориjи броjева, од посебног интереса су своjства скупа при-
родних броjева

N = {1, 2, . . .},
као и скупа циjелих броjева

Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}.

Поjам дjељивости jе основни и jедан од наjважниjих у теориjи бро-
jева.

Дефинициjа 1.1. Нека су a и b циjели броjеви, при чему jе a 6= 0.
Уколико постоjи цио броj m такав да

b = am,

онда кажемо да jе b дjељив са a. То записуjемо са a|b, а читамо
a диjели b. Ако b ниjе дjељив са a, онда пишемо a - b и читамо a
не диjели b.

Лако се уочаваjу нека основна своjства дjељивости.

Лема 1.1. Нека су a, b, c,m, n циjели броjеви такви да jе c | a и
c | b. Онда

c | am+ bn.

Доказ. Пошто jе a = ck1 и b = ck2 за k1, k2 ∈ Z, то jе онда

am+ bn = ck1m+ ck2n = c(k1m+ k2n),

што значи да c | am+ bn.
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Лема 1.2. Нека су a, b, c циjели броjеви.

1. Ако a | b и b | c, онда
a | c.

2. Ако a | b и b | a, онда

a = b или a = −b.

Доказ.

1. Из a | b слиjеди b = ak1, за k1 ∈ Z, а из b | c, слиjеди c = bk2,
за k2 ∈ Z. Дакле,

c = bk2 = (ak1)k2 = a(k1k2),

што значи да a | c.

2. Из a | b и b | a, онда

a = bk1 и b = ak2,

за k1, k2 ∈ Z, одакле jе a = a(k1k2), што значи да су k1k2 = 1,
односно

k1 = k2 = 1 или k1 = k2 = −1,

чиме jе тврђење доказано.

Задатак 1.1. Нека су a, b,m ∈ Z.

(а) Ако jе m 6= 0, онда a | b ако и само ако ma | mb.

(б) Ако a | b и b 6= 0, онда |a| ≤ |b|.

Рjешење. Тврђење под (а) слиjеди директно из

b = ka ако и само ако mb = mka, за m 6= 0.

У тврђењу под (б), слиjеди да су и a и b ненулти циjели борjеви за
коjе вриjеди да jе b = ka, за неко k ∈ Z коjе jе такође различито
од нуле. Како jе |ka| = |k||a| ≥ |a|, тиме jе и доказано тврђење.



5

Следећа теорема jе jедна од кључних у Теориjи броjева, па
се препоручуjе наставнику да са пажњом и детаљно изведе
њен доказ.

Теорема 1.1. (Теорема о диjељењу са остатком). Нека су a и b
циjели броjеви, при чему jе b > 0. Онда постоjе jединствени циjели
броjеви, количник q и остатак r, такви да jе

a = qb+ r и 0 ≤ r < b.

Доказ. Jедна могућност jе да jе a дjељиво са b, па jе у том случаjу
a = bq, из чега слиjеди да jе r = 0. Претпоставимо да то ниjе случаj,
односно да a ниjе дjељиво са b. Посматраjмо скуп

S = {a− bm : m ∈ Z} = {a, a± b, a± 2b, . . .}.

Ако jе m = −|a| − 1, онда jе израз a − bm = a + |a|b + b природан
броj, па скуп S садржи и природне броjеве. По принципу доброг
уређења скупа природних броjева (сваки непразан подскуп у N са-
држи минималан елемент), скуп S ∩ N садржи наjмањи елемент,
коjи jе облика r = a− bq, за неки циjели броj q, одакле jе

a = bq + r, уз услов r > 0.

Доказуjемо да jе r < b. Претпоставимо супротно, да jе r ≥ b.
Случаj r = b искључуjемо, jер би тада a било дjељиво са b. Онда jе
r > b. Међутим, у том случаjу jе r − b < r и r − b ∈ S ∩N, што би
било у супротности са претпоставком о минималности елемента r.
Дакле, r < b.

Докажимо jединственост пара броjева q, r. Претпоставимо су-
протно, да постоjи q1, r1 коjи задовољава исте услове као q, r. Нека
jе, не умањуjући општост да jе r1 > r. Из

qb+ r = q1b+ r1,

слиjеди
b(q − q1) = r1 − r.

Како jе лиjева страна претходне jеднакости већа од нуле, а b je при-
родан броj, то jе онда q−q1 ∈ N такође природан броj. Међутим, то
повлачи да jе r1− r > b, односно да jе r1 > b. Ово jе контрадикциjа
у односу на чињеницу да jе r1 мањи од b.
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Сада можемо обрадити и случаj b < 0, jер jе у том случаjу
−b > 0, па према претходноj теореми постоjе jединствени q∗ и r,
тако да jе

a = −bq∗ + r 0 ≤ r < −b.
За q = −q∗, имамо a = bq+r. Комбинуjући ово и резултат претходне
теореме, слиjеди:

Последица 1.1. Нека су a и b циjели броjеви, при чему jе b 6= 0.
Онда постоjе jединствени циjели броjеви, q и r, такви да jе

a = qb+ r и 0 ≤ r < |b|.

Задатак 1.2. Доказати да jе броj m5 −m, m ∈ N, дjељив са 30.

Рjешење. Како jе m5 −m = m(m − 1)(m + 1)(m2 + 1), видимо да
на десноj страни имамо производ три узастопна природна броjа,
па jе онда дати израз дjељив са 6. Остало jе jош да се покаже да
jе броj дjељив са 5.

Произвољан циjели броj m има облик 5k, 5k + 1, 5k + 2, 5k + 3,
или 5k+4. AАко jе m облика 5k, 5k+1 или 5k+4, онда jе jасно да
jе m, m−1, односно m+1 дjељиво са 5. У преосталим случаjевима,
ако jе m jеднако 5k + 2 или 5k + 3, израз m2 + 1 jе дjељив са 5.

1.1 Наjвећи заjеднички дjелилац
Дефинициjа 1.2. Нека су a и b циjели броjеви од коjих jе бар jедан
различит од нуле. Циjели броj d зовемо заjеднички дjелилац од a
и b ако d|a и d|b. Наjвећи међу њима се зове наjвећи заjеднички
дjелилац и означава се са нзд(a, b) или (a, b).
Слично дефинишемо и наjвећи заjеднички дjелилац циjелих броjева
b1, b2, . . . , bn, од коjих jе бар jедан различит од нуле, а означавамо
са

нзд(b1, b2, . . . , bn) или (b1, b2, . . . , bn).

Броjеви b1, b2, . . . , bn су релативно прости ако jе

нзд(b1, b2, . . . , bn) = 1.

Броjеви b1, b2, . . . , bn су релативно прости у паровима ако jе
нзд(bi, bj) = 1 за свако i, j за коjе jе 1 ≤ i < j ≤ n.
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Примjер 1.1. Броjеви 12, 8, 15 су релативно прости, али нису ре-
лативно прости у паровима, jер на примjер, нзд(12, 8) = 4.

Напомена 1 Убудуће, кад год напишемо нзд(a, b), подразуми-
jеваћемо да jе услов из претходне дефинициjе, да jе бар jедан од
броjева a и b различит од нуле испуњен.

Напомена 2 Следећу теорему наводимо без доказа, али jе врло
важно да ученици обрате пажњу на ово тврђење коjе има честу
примjену у задацима.

Теорема 1.2. Наjвећи заjеднички дjелилац броjева a и b jе мини-
мални елемент скупа

{ax+ by : x, y ∈ Z} ∩N.

Дakle, претходна теорема установљава jединственост приказа за
нзд(a, b) у облику цjелоброjне линеарне комбинациjе

нзд(a, b) = aα + bβ,

коjа се у литератури назива Безуов идентитет.
Примjетимо да jе, за произвољна два циjела броjа a и b, од коjих

jе бар jедан различит од нуле нзд(a, b) ≥ 1. Такође, елементарном
анализом закључуjемо да jе

нзд(a, b) = нзд(b, a) = нзд(±b,±a).

Значи, можемо подразумиjевати да jе сигурно jедан од броjева чиjи
нзд позитиван, док jе други ненегативан.

Задатак 1.3. Доказати да се разломци

12n+ 1

30n+ 2
и
21n+ 4

14n+ 3

не могу скратити ни за jедан природан броj.

Рjешење. Претпоставимо да d диjели броjеве 12n + 1 и 30n+ 2.
Тада d диjели и сваку линеарну комбинациjу ова два броjа, па спе-
циjално

d | 5(12n+ 1)− 2(30n+ 2) = 1,
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одакле слиjеди да jе d = 1, чиме jе доказано да се адти разломак не
може да ље скратити.

Слично се доказуjе и за други разломак, jер jе

d | 3(14n+ 3)− 2(21n+ 4) = 1.

Лема 1.3. Нека a, b, q и r циjели броjеви за коjе вриjеди a = bq+r.
Онда jе

нзд(a, b) = нзд(b, r).

Доказ. Ако циjели броj d диjели броjеве a и b, ондa, на основу Леме
1.1, слиjеди да d диjели и a − bq односно r. Дакле, d диjели b и r.
То значи да

нзд(a, b) ≤ нзд(b, r). (1)

Обрнуто, ако d диjели b и r, слиjеди да d диjели a, из чега
закључуjемо да d диjели и a и b. Тиме смо показали да jе

нзд(b, r) ≤ нзд(a, b). (2)

Из (1) и (2), слиjеди тврђење

нзд(a, b) = нзд(b, r).

Задатак 1.4. Доказати да jе

нзд(b1, b2, . . . , bn) = нзд(нзд(b1, b2), b3, . . . , bn).

Дефинициjа 1.3. За циjеле броjеве a1, a2, . . . , an, за n ≥ 2, кажемо
да су узаjамно или релативно прости ако jе

нзд(a1, a2, . . . , an) = 1,

а да су у паровима релативно прости ако jе

нзд(ai, aj) = 1, за све 1 ≤ i, j ≤ n, i 6= j.

Лема 1.4. Нека су a, b циjели броjеви такви да нзд(a, b) = d. Тада
jе

нзд(
a

d
,
b

d
) = 1,
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односно
a

d
,
b

d
су узаjамно прости. Такође, вриjеди

нзд(ma,mb) = md,

за сваки цио броj m > 0.

Доказ. Претпоставимо да jе нзд(
a

d
,
b

d
) = k и k > 1. Слиjеди да jе

a = kmd, b = knd,

па jе нзд(a, b) ≥ kd > d, што jе контрадикциjа у односу на претпо-
ставку. На основу Теореме 1.2 нзд(ma,mb) jе наjмањи позитивни
броj облика

max+mby = m(ax+ by),

гдjе су x, y ∈ Z. Како jе d наjмањи природан броj облика ax + by,
слиjеди да jе нзд(ma,mb) = md.

Последица 1.2. Нека jе d = нзд(a1, a2, . . . , an), гдjе су a1, a2, . . . , an
циjели броjеви. Онда jе

нзд
(a1
d
,
a2
d
, . . . ,

an
d

)
= 1.

Лема 1.5. Нека су a, b, m циjели броjеви такви да нзд(a,m) =
нзд(b,m) = 1. Тада jе нзд(ab,m) = 1.

Доказ. Из претпоставки, а на основу Теореме 1.2, слиjеди

1 = ax0 +my0

1 = bx1 +my1

Из претходне двиjе jеднакости добиjамо

abx0x1 = (1−my0)(1−my1) = 1−mt,

гдjе jе t = y0 + y1 −my0y1. Сада, из

abx0x1 +mt = 1

закључуjемо да jе нзд(ab,m) = 1.
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Лема 1.6. Нека су a и b узаjамно прости циjели броjеви.

(а) Ако a | c и b | c, онда ab | c.

(б) Ако a | bc, онда a | c.

Доказ.

(а) Како jе 1 = ax+by за неке циjеле броjеве, онда jе c = cax+cby.
Међутим, c = as и c = bt, па jе c = abtx+ absy = ab(tx+ sy).

(б) Као и под (а), имамо да jе c = cax+ cby. Пошто a | a и a | bc,
онда из дате jеднакости слиjеди a | c.

1.2 Еуклидов алгоритам
У следећоj теореми jе описана конструктивна, практична проце-

дура за тражење наjвећег заjедничког дjелиоца два циjела броjева.

Теорема 1.3. (Еуклидов алгоритам). Нека су a и b > 0 циjели
броjеви. Претпоставимо да jе узастопном примjеном Теореме 1.1
добиjен низ jеднакости

b = aq1 + r1, 0 < r1 < a
a = r1q2 + r2, 0 < r2 < r1
r1 = r2q3 + r3, 0 < r3 < r2

. . .
rj−2 = rj−1qj + rj, 0 < rj < rj−1
rj−1 = rjqj+1.

Тада jе нзд(a, b) jеднак rj, односно последњем ненултом остатку.

Доказ. Уочавамо да у општем случаjу, ред у Еуклидовом алго-
ритму изгледа

ri = ri+1qi+2 + ri+2, 0 ≤ ri+2 < ri+1, за i ≥ −1,

уколико дефинишемо да jе r−1 = b, а r0 = a. Како jе низ остатака
ri строго опадаjући, онда jе извjесно да ће за неки природан броj
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j бити rj последњи ненулти остатак, односно rj+1 = 0. На основу
Леме 1.3 закључуjемо да jе

нзд(ri, ri+1) = нзд(ri+1, ri+2),

из чега произилази низ jеднакости

нзд(r−1, r0) = . . . = нзд(rj, rj+1) = нзд(rj+1, 0) = rj.

Algorithm 1 Еуклидов алгоритам
1: procedure Euclid(a, b) . нзд(a, b)
2: r ← a mod b
3: while r 6= 0 do . Имамо одговор ако jе r jеднако 0
4: a← b
5: b← r
6: r ← a mod b
7: end while
8: return b . нзд jе b
9: end procedure

Задатак 1.5. Доказати да jе a2n+1 дjелилац броjа a2m−1 за m > n,
а да jе за a,m, n ∈ N, m 6= n

нзд
(
a2

m

+ 1, a2
n

+ 1
)
=

{
2, ако jе a непаран,
1, ако jе a паран.

Рjешење. Прво тврђење у задатку се доказуjе индукциjом по m >
n. Како jе (a2

n
+1)(a2

n−1) = a2
n+1−1, слиjеди да a2n +1 | a2n+1−1.

Дакле, ако a2n + 1 | a2k − 1, онда

a2
n

+ 1 |
(
a2

k − 1
)(

a2
k

+ 1
)
= a2

k+1 − 1,

чиме jе први дио тврђења доказан.
Ако jе m 6= n, онда jе jедан од броjева m,n већи. Нека jе то, на

примjер, броj m. Користећи претходну тврдњу, имамо да jе

a2
m − 1 = k(a2

n

+ 1),
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што значи да jе
a2

m

+ 1 = k(a2
n

+ 1) + 2,

одакле слиjеди да jе нзд
(
a2

m
+ 1, a2

n
+ 1
)

дjелилац броjа 2. То
значи да су jедине двиjе могућности 1 или 2. У случаjу, да jе a
паран, онда су броjеви a2

m
+ 1, a2

n
+ 1 непарни, па наjвећи заjед-

нички дjелилац мора бити 1. У случаjу да jе a непаран, онда су
посматрани броjеви парни, па jе наjвећи заjеднички дjелилац 2.

Напомињемо да се у доказу ништа суштински не би промиjе-
нило ни да смо претпоставили да jе n већи, сем што би m и n у
претходном поступку замиjенили мjеста.

1.3 Наjмањи заjеднички садржалац

Дефинициjа 1.4. Заjеднички садржалац два ненулта броjа, a
и b, jе цио броj c, такав да a | c и b | c. Ако су оба броjа, a и b,
ненулта, онда увиjек постоjи позитивни заjеднички садржалац,
као на примjер |ab|. Сагласно томе, постоjи и наjмањи заjед-
нички садржалац, нзс(a, b), односно наjмањи позитивни броj l
коjи задовољава два услова

(1) Ако a | l и b | l.

(2) Ако a | c и b | c, при чему jе l > 0, онда l ≤ c.

Често се умjесто нзс(a, b) користи и ознака [a, b].
Слично, дефинишемо наjмањи заjеднички садржалац ненултих

броjева a1, a2, . . . an и означавамо са [a1, a2, . . . , an].

Своjства наjмањег заjедничког садржаоца су у одређеном сми-
слу везана за своjства наjвећег заjедничког дjелиоца, што се по-
тврђуjе и следећом теоремом. Пошто jе нзд(a, b) = нзд(|a|, |b|), а
нзс(a, b) = нзс(|a|, |b|), онда без умањења општости можемо сма-
трати да су a и b природни броjеви.

Теорема 1.4. Ако су a и b природни броjеви, онда jе

нзд(a, b)нзс(a, b) = ab.
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Доказ. Нека jе d = нзд(a, b) и l = нзс(a, b). Доказуjемо да jе
ab

d
наjмањи заjеднички садржалац броjева a и b. Ако jе e = a/d и
f = b/d, онда

ab

d
=

(de)(df)

d
= def.

Очигледно, добиjени броj def jе позитиван, па jе потребно дока-
зати да jе то заправо наjмањи заjеднички садржалац датих броjева.
Прво,

def = (de)f = af и def = (df)e = be,

што значи да jе a | def и b | def , па jе def заjеднички садржалац
броjева a и b. Доказуjемо да je то заправо наjмањи заjеднички
садржалац.

Претпоставимо да a | c и b | c, за c > 0. Потребно jе показати
да jе def ≤ c. На основу Теореме 1.2 имамо да jе d = au + bv, за
циjеле броjеве u и v. На основу тога имамо

c

def
=

cd

(de)(df)
=
cd

ab
=
c(au+ bv)

ab
=
c

b
u+

c

a
v,

што jе цио броj, па закључуjемо да jе def | c, односно def ≤ c.

Лема 1.7. Сваки заjеднички садржалац броjева a1, a2, . . . , an jе дjе-
љив са нзс(a1, a2, . . . , an).

Доказ. Нека jе N = нзс(a1, a2, . . . , an). Претпоставимо да постоjи
заjеднички садржалац M датих броjева коjи ниjе дjељив са N .
Онда jе

M = qN + r,

гдjе jе r природан броj и r < N . Дакле, r = M − qN . Нека jе i
произвољан броj из скупа 1, 2, . . . , n. Пошто су M и N садржаоци
броjа ai, онда jе M = xiai и N = yiai. Одатле jе

r =M − qN = (xi − qyi)ai,

одакле закључуjемо да ai | r за i = 1, 2, . . . , n. Слиjеди да jе r
заjеднички садржалац за броjеве a1, a2, . . . , an, мањи од N . То jе
супротно претпоставвци да jе N наjмањи заjеднички садржалац
броjева a1, a2, . . . , an. Значи, M | N .
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Лема 1.8. Сваки заjеднички дjелилац броjева a1, a2, . . . , an диjели
нзд(a1, a2, . . . , an).
Доказ. Нека jе d = нзд(a1, a2, . . . , an), а s произвољан дjелилац
датих броjева. Нека jе N = нзс(d, s). За произвољно ai вриjеди

d | ai и s | ai,
па на основу претходне леме имамо N | ai, за i = 1, 2, . . . , n. Дакле,
N jе заjеднички дjелилац a1, a2, . . . , an. Како jе d наjвећи заjеднички
дjелилац тих броjева, то jе N ≤ d. Са друге стране, N = нзс(d, s),
па jе N ≥ d. Тиме jе показано да jе N = d, из чега слиjеди да s | d.

Лема 1.9. За природне броjеве a1, a2, . . . , an вриjеди

нзд(a1, a2, . . . , an) = нзд(нзд(a1, a2, . . . , an−1), an)

Доказ. Нека jе t = нзд(a1, a2, . . . , an−1), а

s = нзд(нзд(a1, a2, . . . , an−1), an) = нзд(t, an).

Пошто jе s дjелитељ t и an, а t дjелитељ сваког од посматраних
броjева a1, a2, . . . , an−1, онда jе s заjеднички дjелитељ a1, a2, . . . , an.
Нека jе s′ произвољан дjелитељ броjева a1, a2, . . . , an. На основу
претходне леме, слиjеди да s′ | t. Како s′ | an, онда s′ | нзд(t, an), од-
носно s′ | s. То значи да jе s заjеднички дjелитељ броjева a1, a2, . . . , an
са особином да jе дjељив са произвољним заjедничким дjелиоцем
посматраних броjева. То управо значи да jе s = нзд(a1, a2, . . . , an).

Лема 1.10. За природне броjеве a1, a2, . . . , an вриjеди

нзс(a1, a2, . . . , an) = нзс(нзс(a1, a2, . . . , an−1), an)

Доказ. Нека jе N = нзс(нзс(a1, a2, . . . , an−1), an). Очигледно, N jе
садржалац броjева a1, a2, . . . , an. Нека jе M произвољан садржалац
броjева a1, a2, . . . , an. Пошто

нзс(a1, a2, . . . , an−1) |M и an |M,

онда на основу Леме 1.7 слиjеди да

нзс(нзс(a1, a2, . . . , an−1), an) |M,

односно N | M . Дакле, N jе заjеднички садржалац a1, a2, . . . , an
такав да диjели сваки други заjеднички садржалац датих броjева.
Слиjеди, по дефинициjи, да jе N = нзс(a1, a2, . . . , an).
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1.4 Представљање броjева у одређеноj бази
Подразумиjеван облик представљања броjева jе у децималном

облику, што значи да запис неког броjа користимо основу или базу
10, па запис одређеног броjа, на примjер 3567, значи:

3 · 103 + 5 · 102 + 6 · 101 + 7 · 100.

Не постоjи jасан разлог због чега би за представљање броjева ко-
ристили основу 10, изузев то што имамо 10 прстиjу на рукама. По-
знато jе да су Вавилонци користили основу 60, док су Маjе кори-
стиле основу 20. У свиjету рачунара, користимо основу 2.

Следећа теорема указуjе да сваки природан броj већи од 1 може
бити база представљања.

Теорема 1.5. Нека jе b природан броj већи од 1. Сваки природан
броj n се може написати у облику

n = akb
k + ak−1b

k−1 + · · ·+ a1b+ a0,

гдjе су aj циjели броjеви такви да 0 ≤ aj ≤ b− 1 за j = 0, 1, . . . , k и
ak 6= 0.

Последица 1.3. Сваки природан броj jе могуће, на jединствен на-
чин, представити као суму степена броjа 2.

Задатак 1.6. Доказати да збир квадрата пет узастопних циjелих
броjева не може бити тачан квадрат.

Рjешење. Посматраjмо тражени збир

(n− 2)2 + (n− 1)2 + n2 + (n+ 1)2 + (n+ 2)2 = 5(n2 + 2).

Како броjеви облика n2 + 2 нису дjељиви са 5, а што се лако про-
вjерава користећи чињеницу да свако n даjе остатак 0, 1, 2, 3 или
4 приликом диjељења са 5, онда израз

5(n2 + 2)

ниjе дjељив са 25, што значи да не може бити ни потпун квадат.

Задатак 1.7. Доказати да у низу квадрата природних броjева не
постоjи бесконачан подниз коjи jе аритметички.
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Рjешење. Претпоставимо супротно, да такав подниз постоjи.
Нека jе d разлика у аритметичком низу. Пошто j еаритметички
низ бесконачан, онда би морао да постоjи члан тог низа n2 такав
да

n >
d− 1

2
.

Међутим, у том случаjу, d > 2n + 1, што значи да следећи члан
аритметичког низа n2 + d би био мањи од (n + 1)2, па не би уоп-
ште ни припадао оригиналном низу квадрата природних броjева.
Контрадикциjа.

Задатак 1.8. Одредити све природне броjеве коjи се не могу пред-
ставити као збир узастопних природних броjева.

Рjешење. Уочимо да се сваки непарни броj n већи од 1 може пред-
ставити као збир два узастопна природна броjа. Пошто jе сваки
непарни броj облика 2k+1, то значи да jе jеднак збиру k+ (k+1).

Нека jе посматрани броj n паран, односно облика n = 2m. Ako
je m непаран броj m = 2r + 1, онда jе

n = 4r + 2 = (r − 1) + r + (r + 1) + (r + 2).

Уколико jе m паран броj, онда настављамо даље поступак и на
краjу долазимо до облика броjа n = 2s коjи посебно анализирамо.
Очигледно, броjеве 20 и 21 не можемо представити као збир уза-
стопних природних броjева. Претпоставимо да jе то могуће учи-
нити за неки броj 2s, гдjе jе s ≥ 2. Нека jе

2s = (a+ 1) + · · ·+ (a+ k) = ka+
k(k + 1)

2
, s ≥ 2.

Одавде jе
2s−1 = 2ka+ k(k + 1) = k(2a+ k + 1).

Као што видимо, на десноj страни у сваком случаjу, било да jе k
паран или непаран броj, имамо производ парног и непарног броjа,
а то не може бити jеднако облику 2s−1, за s ≥ 2. Дакле, jедино
броjеви облика 2s за s = 0, 1, 2, . . . не могу бити представљени као
збир узастопних природних броjева.

Задатак 1.9. Дато jе n броjева a1, a2, . . . , an. Доказати да се од
њих може одабрати неколико чиjи jе збир квадрата дjељив са n.
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Рjешење. Користимо познато тврђење да сваки броj приликом
диjељења са n може дати остатке 0, 1, . . . , n − 1. Посматраjммо
броjеве

s1 = a21, s2 = a21 + a22, . . . , sn = a21 + a22 + · · ·+ a2n.

Ако jе неки од борjева из претходног низа дjељив са n, онда jе до-
каз завршен. У супротном, ови броjеви, при диjељељу са n, даjу
остатке коjи су jеднаки 1, 2, . . . , n− 1, а пошто их има укупно n,
онда сигурно постоjе два, si и sj, коjи даjу исти остатак. То значи
да њихова разлика, si − sj даjе остатак нула при диjељењу са n,
односно дjељива jе са n. Како jе та разлика такође збир квадрата
датих броjева, тврђење jе доказано.

Задатак 1.10. Доказати да постоjи бесконачан скуп броjева облика
tn = 1

2
n(n + 1), n = 1, 2, . . . такав да су свака два елемента тог

скупа релативно проста.

Рjешење. Показаћемо заправо да постоjи бесконачан растући низ
траженог облика у ком су свака два елемента релативно проста.

Наjприjе показуjемо да ако постоjи m таквих броjева

tk1 < tk2 < · · · < tkm ,

коjи су релативно прости, онда постоjи t ∈ N, такође облика
1
2
n(n + 1) за некo n ∈ N, такав да jе релативно прост са свим

броjевима
tk1 , tk2 , . . . , tkm .

Нека jе s = tk1tk2 · · · tkm. Посматраjмо броj

t =
(2s+ 1)(2s+ 2)

2
= (s+ 1)(2s+ 1).

Очигледно, броj t jе одговараjућег облика и производ jе фактора
s+1 и 2s+1 коjи су релативно прости са s, а тиме и са сваким од
броjева tk1 , tk2 , . . . , tkm коjи учествуjу у производу. Тиме смо пока-
зали да постоjећи скуп од m броjева можемо проширити са новим
tkm+1 = t, а да остану задовољене све тражене особине. На описани
начин, поступак се наставља за m+ 2,m+ 3, . . .

На примjер, ако почнемо са наjмањим броjем t1 = 1 имамо низ

t1 = 1, t2 = 3, t4 = 10, t13 = 91, t22 = 253, . . .

у ком су свака два броjа релативно проста.
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Задатак 1.11. Ако су и b два различита циjела броjа, онда по-
стоjи бесконачно много природних броjева n ∈ N таквих да су
a+ n и b+ n релативно прости.

Рjешење. Нека су a и b два различита циjела броjа и нека jе a < b.
Посматраjмо броj

n = (b− a)k + 1− a.

За довољно велико k, n jе природан броj. Тиме су и

a+ n = (b− a)k + 1, b+ n = (b− a)(k + 1) + 1

такође природни броеви. Ако d | a + n и d | b + n, онда d | b − a.
Даље, из d | a+n и d | b−a, слиjеди да d | 1, одакле jе d = 1. Дакле,

нзд(a+ n, b+ n) = 1.

Значи, одабиром довољно великог броjа k добиjамо одговараjући броj
n за коjи вриjеди да су a+ n и b+ n релативно прости.



Глава 2

Прости броjеви

Вjероватно не постоjи у историjи математике поjам коjи jе при-
влачио више пажње како лаичке, тако и стручне математичке jав-
ности од простих броjева.

Дефинициjа 2.1. Природан броj p > 1 jе прост ако нема других
дjелитеља сем 1 и себе. Ако природан броj m > 1 ниjе прост, онда
jе сложен.

Задатак 2.1. Одредити прост броj p ако се зна да су p+10 и p+14
прости броjеви.

Рjешење. За p = 3 су p + 10 и p + 14 прости броjеви. Ако jе
p ≥ 3 прост броj, онда jе он или облика 3k + 1 или облика 3k + 2,
за неко k ∈ N. У првом случаjу jе p + 14 = 3(k + 5), а у другом jе
p+ 10 = 3(k + 4) сложен броj. Дакле, jедини такав p jе броj 3.

Лема 2.1. Наjмањи дjелилац већи од jединице, произвољног циjе-
лог броjа jе прост броj.

Доказ. Нека jе n цио броj и нека jе q његов наjмањи дjелилац коjи
jе већи од 1. Ако би q био сложен, онда би постоjао неки дjелилац
p за коjи важи 1 < p < q. Но, тада би p дjелилац и броjа n, па q не
би био наjмањи међу дjелиоцима броjа n коjи су већи од 1.

Теорема 2.1. (Еуклид) Постоjи бесконачно много простих бро-
jева. Другим риjечима, од сваког простог броjа постоjи већи прост
броj.

19
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Доказ. Претпоставимо да тврђење ниjе истинито, односно да по-
стоjи коначан скуп простих броjева p1, p2, . . . , pk, а да су сви остали
природни броjеви већи од 1 сложени. Броj

N = p1p2 · · · pk + 1

jе према томе сложен. На основу претходне леме, слиjеди да jе
наjмањи дjелилац, већи од 1, неки прост броj. Међутим, то ниjе
могуће, jер N приликом диjељења са било коjим простим броjем из
листе p1, p2, . . . , pk даjе остатак 1. То значи да скуп простих броjева
мора бити бесконачан.

Теорема 2.2. Сваки природан броj n > 1 може се приказати
(представити) као производ простих броjева. Оваj приказ jе jе-
динствен, односно два представљања се могу разликовати само у
поретку чинилаца.

Примjетимо да претходна теорема обезбjеђуjе да се сваки при-
родан броj n може приказати у облику

n = pα1
1 p

α2
2 · · · pαr

r ,

гдjе су p1, . . . , pr различити броjеви, а α1, . . . , αr природни броjеви.
Оваj приказ називамо канонским растављањем или канонском
факторизациjом природног броjа на просте чиниоце.

Лема 2.2. Ако jе p прост броj и p | ab, онда p | a или p | b.
Општиjе, ако p | a1a2 · · · an, онда p диjели бар jедан чинилац ai.

Доказ. Претпоставимо да p не диjели a. Онда су p и a узаjамно
прости броjеви. У том случаjу, на основу Леме 1.6, слиjеди да p | b.
Општиjи случаj се по истом принципу доказуjе индукциjом.

Задатак 2.2. Доказати да ако jе n непаран броj, онда jе n2 − 1
дjељив са 8, а ако jе n прост броj већи од 3, онда jе n2− 1 дjељив са
24.

Рjешење. Пошто jе n2−1 = (n−1)(n+1) производ два узастопна
парна броjа, онда jе бар jедан од њих дjељив са 4, па jе производ
дjељив са 8. Уколико jе n прост броj већи од 3, онда n ниjе дjељив
са 3, али зато неки од његових сусjеда, n− 1 или n+1 мора бити.
Стога jе производ дjељив са 8 и 3, односно са 24.
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Задатак 2.3. Доказати да

M =
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n

не може бити циjели броj.

Рjешење. Нека jе k наjвећи цио броj за коjи jе 2k ≤ n и P прои-
звод свих непарних броjева коjи нису већи од n. Претпоставимо,
супротно тврђењу, да jе броj M цио. Онда jе и 2k−1PM циjели
броj. Међутим, тада имамо да су у изразу

2k−1PM = 2k−1P (
1

2
+

1

3
+ . . .

1

2k
+ . . .+

1

n
)

сви сабирци циjели броjеви изузев 2k−1P
1

2k
=
P

2
. Контрадикциjа.

Теорема 2.3. Ако jе производ два релативно проста природна броjа
квадрат циjелог броjа

ab = c2, нзд(a, b) = 1,

онда су a и b такође квадрати неких циjелих броjева.

Доказ. Да би броj био квадрат неопходно jе и довољно да су му сви
експоненти у факторизациjи парни. Како су броjеви a и b узаjамно
прости, сваки прост дjелилац броjа c2 се jавља или у факторизациjи
броjа a или b, али не у оба. Из тог разлога, експоненти простих
броjева коjи у учествуjу у факторизациjи броjева a и b мораjу бити
парни.

Задатак 2.4. Одредити све просте броjеве p и q за коjе jе

p2 − 2q2 = 1.

Рjешење. Дата jедначина се може написати у облику

(p− 1)(p+ 1) = 2q2.

Очигледно, за p = 2 она нема рjешења. Ако jе p прост и p > 2,
онда (p− 1)(p+1) мора бити дjељиво са 8, па jе q2 дjељиво са 4, па
q ниjе прост, изузев ако jе q = 2. Но, у том случаjу, p = 3. Дакле,
jедино рjешење jе p = 3 и q = 2.
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Интересантно jе, коришћењем факторизациjе циjелих броjева
на просте факторе, опет размотрити наjвећи заjеднички дjелилац
и наjмањи садржалац. Наиме, лако се закључуjе да

нзд(a, b) =
∏
p

pmin(α(p),β(p)),

нзс(a, b) =
∏
p

pmax(α(p),β(p)).

Оваj облик представљања и чињеница да за произвољне природне
броjеве α и β вриjеди

min(α, β) + max(α, β) = α + β,

доказуjе на jош jедан начин Теорему 1.4, односно да jе

нзд(a, b)нзс(a, b) = |ab|,

за ненулте циjеле броjеве a и b.

Примjер 2.1. Доказати да сваки сложен броj n има прост чини-
лац p ≤

√
n.

Доказ. Нека jе p наjмањи прост броj коjи диjели n. Слиjеди да jе

n = pm, при чему jе p ≤ m.

Дакле, n ≥ p2, што значи да p ≤
√
n.

Примjер 2.2. Доказати да простих броjева облика 4k + 3 има
бесконачно много.

Доказ. Сви непарни прости броjеви су облика 4r + 1 или 4k + 3.
Лако се уочава да се множењем два броjа облика 4r+1 добиjа броj
истог облика.

Претпоставимо да су {p1, p2, . . . , pn} сви прости броjеви облика
4k + 3. Посматраjмо броj

4p1p2 · · · pn − 1.

Оваj броj ниjе облика 4r + 1, што значи да има бар jедан прост
фактор облика 4k + 3. Међутим, то нас доводи до закључка да таj
прост фактор мора бити из скупа {p1, p2, . . . , pn}, а одатле слиjеди
да таj прост броj диjели 1, што jе немогуће. Дакле, претпоставка да
имамо коначно много простих броjева облика 4k+3 jе погрешна.
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Примjер 2.3. Доказати да за сваки природан броj n постоjи n
узастопних сложених броjева.

Доказ. Посматраjмо броjеве

(n+ 1)! + 2, (n+ 1)! + 3, . . . , (n+ 1)! + n, (n+ 1)! + n+ 1.

Сваки од датих броjева облика (n + 1)! + j , гдjе jе 2 ≤ j ≤ n +
1 jе сложен, jер се фактор j може извући као уаjеднички за два
сабирка.

Примjер 2.4. Доказати да не постоjи полином f(x) са цjелоброj-
ним коефициjентима степена ≥ 1, такав да jе f(n) прост за све
n ∈ N.

Доказ. Нека jе f(1) = p. Тада jе p прост броj. Како увиjек x − y
диjели xm−ym, онда jе f(1+kp)−f(1) дjељиво са (1+kp)−1 = kp.
Одавдjе слиjеди да p | f(1+kp) за сваки k ∈ N. Међутим, f(1+kp)
jе прост, па мора бити f(1+kp) = p за свако k ∈ N. Значи, полином
f(x)−p има бесконачно много нула, одакле закључуjемо да jе f(x) =
p, а што jе у супротности са претпоставком да jе степен полинома
f(x) већи од jедан.

Примjер 2.5. Нека jе броj 2n+1 прост. Доказати да jе тада n = 0
или n = 2k за неки k ≥ 0.

Доказ. Претпоставимо супротно, да jе n = 2km, гдjе jе m непаран
броj већи од 1. Тада jе

2n + 1 =
(
22

k
)m

+ 1,

па 22
k
+ 1 | 2n + 1, jер x+ y | xm + ym за непарно m.

Броjеви облика 22
n
+ 1 називаjу се Фермаови броjеви. Иако

jе Ферма сматрао да су сви броjеви ог облика прости, постоjе и
сложени Фермаови броjеви. На примjер, броj 232 + 1 jе сложен.

Примjер 2.6. Нека jе броj 2m − 1 прост. Доказати да jе тада m
прост броj.

Доказ. Ако би било n = n1n2, 1 < n1, n2 < n, броj 2n−1 = (2n1)n2−1
би био дjељив са 2n1 − 1.
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Броjеви облика Mp = 2p−1, за прост броj p, називаjу се Мерсе-
нови броjеви. Неки Мерсенови броjеви су прости као на примjер
M7 = 127, а неки сложени, као на примjер M11 = 2047 = 23 · 89.
Хипотеза jе да има бесконачно много простих Мерсенових броjева.

Задатак 2.5. Доказати да jе n4 + 4 сложен ако jе n ∈ N, n > 1.
(Оваj задатак jе познат као задатак Софиjе Жермен)

Рjешење. Пошто jе

n4 + 1 = (n2 − 2n+ 2)(n2 + 2n+ 2)

и оба фактора на десноj страни су већа од 1 за n > 1, тиме jе
тврђење доказано.

Задатак 2.6. Ако су p и 8p2 + 1 прости броjеви, доказати да jе и
8p2 + 2p+ 1 прост броj.

Рjешење. Очигледно, тврђење вриjеди за p = 3. Сви остали про-
сти броjеви, већи од 3, су облика 3k − 1, односно 3k + 1. У случаjу
да jе p облика 3k − 1 или 3k + 1 видимо да jе 8p2 + 1 дjељив са 3.
Тиме jе показано да jе за p > 3, броj 8p2 +1 > 3 и дjељив са 3, што
значи да ниjе прост. Дакле, jедина могућност jе p = 3.

Задатак 2.7. Ako je p прост броj већи од 2, доказати да jе броjилац
сведеног разломка jеднаког збиру

1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

p− 1

дjељив са p.

Рjешење. Броjилац датог збира jе

(p− 1)!

1
+

(p− 1)!

2
+

(p− 1)!

3
+ · · ·+ (p− 1)!

p− 2
+

(p− 1)!

p− 1
.

У претходном збиру имамо паран броj сабирака, па можемо саби-
рати у паровима: први и последњи, други и претпоследњи... На
оваj начин добиjамо збирове облика

(p− 1)!

k
+

(p− 1)!

p− k
=
p(p− 1)!

k(p− k)
, за k < p.
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Jасно jе да jе на десноj страни претходне jеднакости циjели броj,
представљен у облику разломка у чиjем броjиоцу jе и фактор p.
Пошто су k и p − k строго мањи од простог броjа p, то значи
да се прости броj p не може скратити ни са чим из имениоца
k(p− k). То значи да jе

p(p− 1)!

k(p− k)
, за k < p,

циjели броj дjељив са p. Тиме jе доказано да jе и посматрани збир
дjељив са p.


